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Resolugao eficaz de problemas: quatro exemplos

Em Margo participarei no evento “Que Matematica para a Sociedade de Informagao?”,
organizado pelo grupo FAST da Universidade do Minho, cujo objectivo é promover
o método calculacional e técnicas algoritmicas junto de professores de matematica do
ensino secundério.

O objectivo desta nota é apresentar alguns dos problemas e respectivas solugdes que
serdo utilizados no texto do convite a enviar aos professores.

A selecgdo dos problemas foi ditada pelas mensagens que queremos passar: a im-
portancia de evitar detalhe desnecessario e o uso de um formato de prova simples e
sistematico, de uma légica equacional e de técnicas algoritmicas.

0 O pastor, a ovelha, o lobo e a couve

O seguinte problema é bastante popular e é normalmente utilizado para ilustrar a impor-
tancia de uma correcta modelagdo do problema para evitar o recurso a técnica de “forca
bruta”.

Um pastor tem que atravessar um rio, levando consigo uma ovelha, uma couve
e um lobo. Porém, o seu barco s6 lhe permite levar um acompanhante de cada
vez, fazendo com que varias viagens sejam necessarias. Além disso, a ovelha
ndo pode ficar sozinha com a couve, nem o lobo pode ficar sozinho com a
ovelha.

Como é que o pastor pode concretizar a sua tarefa?

Normalmente, as solugdes para este problema consideram os quatro individuos e, como
cada um deles pode estar numa das duas margens, o numero de estados possiveis (in-
cluindo estados invélidos) é de 16 (2*). Note-se que se o problema lidasse com 10
individuos, o nimero total de estados aumentaria para 1024 (2'°).

Este rapido aumento do ntimero de estados é frequentemente causado por uma ma
anéalise do problema e pela existéncia de distingdes desnecessarias. De facto, analisando
o enunciado do problema com cuidado, notamos que existe uma simetria entre o lobo
e a couve, pois nenhum deles pode ser deixado com a ovelha. Esta simples observagao
permite-nos reescrever o enunciado sem distinguir esses dois individuos. Sendo assim, se
designarmos a ovelha por “alfa” e o lobo e a couve por “betas”, temos o seguinte problema
equivalente:
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Um pastor tem que atravessar um rio, levando consigo um alfa e dois betas.
Porém, o seu barco s6 lhe permite levar um acompanhante de cada vez, fa-
zendo com que varias viagens sejam necessarias. Além disso, o alfa ndo pode
ficar sozinho com um beta.

Como é que o pastor pode concretizar a sua tarefa?

Nao é dificil ver que a solugdo deste segundo problema é Ginica e muito mais simples:
o pastor atravessa o alfa e volta sozinho; atravessa um beta e volta com o alfa; atravessa
o segundo beta e volta sozinho; finalmente, atravessa o alfa.

Assim, ha duas solugdes para o problema original que correspondem as duas possiveis
escolhas para o primeiro beta a ser atravessado: o lobo ou a couve.

Este exemplo simples mostra um principio muito importante para a resolugao eficaz
de problemas:

Evitar distingoes desnecessarias.

1 Jogadas de Xadrez

No jogo de Xadrez, o bispo move-se ao longo das diagonais e o cavalo move-se
em “L”: duas casas para a frente ou para tras, seguida de uma casa para a
direita ou para a esquerda, ou, duas casas para a direita ou para a esquerda,
seguida de uma casa para a frente ou para tras.

1. Prove que, se mover um bispo, a casa para onde ele se desloca tem a
mesma cor da casa inicial.

2. Prove que, se mover um cavalo, a casa para onde ele se desloca tem uma
cor diferente da casa inicial.

Dica: Se usarmos coordenadas cartesianas para as casas do tabuleiro e se
ao canto inferior esquerdo corresponder a coordenada (0,0), entdo podemos
dizer que uma casa (i,j) é preta se as paridades de i e de j forem as mesmas
(ou sdo ambos pares, ou sdo ambos {mpares).

Comecemos com a primeira parte do problema: provar que a cor da casa para onde o
bispo se desloca é a mesma da casa inicial. Nao é dificil ver que se um bispo se encontra
na casa (i,j), entdo pode-se deslocar uma distancia k (positiva ou negativa) para a
posigdo (i + k,j + k) ou para a posigdo (i + k,j — k) — desde que fique dentro do
tabuleiro. Assim, o objectivo é provar que as casas (i,j), (i+k,j+k) e (i+k,j—Xk)
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tém todas a mesma cor. Para isso, usamos a informagdo dada na dica para definir a
fungdo preta que, dada uma casa, devolve verdadeiro se ela é preta e falso se ela é
branca. Formalmente,

preta.(i,j) = (par.i = par,j)

(Note-se que usamos um ponto infixo para denotar a aplicagdo de fungbes e assumimos
a existéncia de uma funcdo par que, dado um namero, devolve verdadeiro se esse
nimero é par € falso se é impar. O simbolo = denota igualdade booleana (i.e., a =D
s6 é verdadeiro se a e b forem ambos verdadeiros ou ambos falsos).

Esta funcdo permite a formalizagao do nosso objectivo de uma forma muito compacta.
Provemos primeiro que as casas (i,j) e (i+k,j+k) tém a mesma cor, i.e.,
preta.(i,j) =preta.(i+ k,j + k)

A prova, usando o formato de prova calculacional a que estamos habituados, é:

preta.(i+ k,j + k)
= { definicdo de preta }
par.(i+ k) = par.j + k)
= { a funcdo par distribui pela adigdo, i.e., para todo o i e k:
par.(i+ k) =pari=park }
par.i = par.k = par.j = par.k
= { a equivaléncia é associativa, simétrica, e reflexiva }
par.i = par,j
= { definicdo de preta }
preta.(i,j)
Provamos em quatro passos que as casas (i,j) e (i1+k,j+ k) tém a mesma cor. Cada
passo é uma equivaléncia (pois usamos o =) e a justificagdo é dada entre chavetas.
Por exemplo, o primeiro passo diz que a expressdo preta.(i + k,j + k) é equivalente &
expressdo par.(i + k) = par.(j + k), por definigdo da fungdo preta. Por outro lado, no
terceiro passo utilizamos propriedades da relacdo de igualdade booleana para remover a
sub-expressdao par.k. Finalmente, por transitividade da relagdo de igualdade booleana
concluimos que a primeira expressdo — preta.(i + k, j + k) — é equivalente a tltima —
preta.(i,j) (i.e., ascasas (i,j) e (i+k,j+k) sdo ambas pretas ou sdo ambas brancas).

Provar que (i,j) e (1+k,j —k) tém a mesma cor, e que a jogada do cavalo é para
uma casa de cor diferente da original, ficam como exercicio para o leitor.
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2 Evitar duplas implicacoes desnecessarias

O exemplo seguinte mostra que um formato de prova conciso, juntamente com o uso
de uma légica equacional, permite construir argumentos mais curtos que evitam duplas
implicagoes desnecessarias.

Consideremos o seguinte lema e respectiva prova, extraidos da péagina 39 do livro
“Elementary Number Theory” de Gareth A. Jones e J. Mary Jones [JJ98] .

Nota A expressdo a =b (mod n) significa que a e b sdo congruentes médulo n, i.e.,
a e b tém o mesmo resto na divisdo inteira por n. Também usamos a barra \ para
denotar a relagdo de divisdo. Assim, n\(a — b) significa que n divide o inteiro a — b,
i.e., existe um inteiro k tal que nxk=a —b .

Apesar das notagdes apresentadas aqui serem diferentes das do livro e da traducgao

nao ser uma correspondéncia exacta, o argumento é exactamente o mesmo.
(Fim de Nota)

Lema 3.1
Para qualquer n > 1 temos que a=b (mod n) se e s6é se n\(a —b).

Prova

Escrevendo a = gxn+71 e b=g'xn+1’,temosque a —b=(q — q')xn+ (r—1')

com n<r —r'<n.Sea=>b (mod n),entdo r=1r",ie, r—1" =0.
Temos entdo a — b = (q — q')xn, que é divisivel por n. Conversamente,
se n divide a — b, entdo divide (a —b) — (q — q')xn = r —1’; como 0
é o Gnico inteiro estritamente entre —m e m que é divisivel por n, temos
que T — 1’ =0. Entdo, a=Db (mod m).

Vejamos agora como poderiamos reescrever esta prova, utilizando um formato mais con-
ciso e evitando a dupla implicagdo:

Prova

Escrevendo a = gxn+1 e b=qg'xn+1',temosque a —b=(q—q’)xn+ (r—1')

com —m<71—71"<n . Entdo,

n\(a — b)
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n\((q — q)xn + (r — 1))

= { propriedade da divisdo inteira }
n\(r - 1)
= { temos que —m <1t —1'<mn e 0 € o tnico inteiro

estritamente entre —m e n que é divisivel por n  }

r—1'=0
= { r—1'"=0 = r =1’ edefinicdo de congruéncia }
a=b (mod m)

Em apenas quatro passos provamos o lema, utilizando as mesmas propriedades da prova
original. Além disso, concluimos imediatamente que quaisquer duas expressdes das cinco
apresentadas sdo equivalentes.

3 Tetrominods e invariantes

Um invariante € uma propriedade que se mantém constante e o exemplo que se segue ilus-
tra como é que invariantes, aliados com o nosso formato de prova, sdao tteis na resolugao
de problemas.

Um tetrominé é uma figura geométrica composta por 4 quadrados do mesmo
tamanho. Supondo que um tabuleiro rectangular é coberto por tetrominés,
mostre que pelo menos um dos lados do tabuleiro tem um ntmero par de
quadrados.

B facil ver que quando se coloca um tetrominé no tabuleiro, o niimero de quadrados
cobertos aumenta 4. Assim, um invariante deste problema é que o niimero de quadrados
cobertos é um mailtiplo de 4.

Usando este invariante, a solugdao do problema é imediata:

um tabuleiro mxn estd coberto por tetrominés
= { invariante: o ntimero de quadrados cobertos é um miultiplo de 4;
h& mxn quadrados cobertos }
mxn é mialtiplo de 4
= { propriedade de multiplos }
m é miltiplode 2V  n émiltiplode 2 .
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(Note-se que o formato que utilizamos permite escrever implicagdes da mesma forma
que escrevemos equivaléncias.)
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